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 چکیده

( 188٣شد. در سال ) معرفی  ی سزار آرزلا  و جیولو آسکولیدر اواخر قرن نوزدهم توسط ریاضیدانان ایتالیای مفهوم همگی

( شرایط لازم و اولین نتیجه آن را ارائه داد. این پژوهش   18٩۵را بیان و آلارد در سال ) برای فشردگی  آسکولی شرایط کافی 

ر نگاشت های همپیوسته، به بیان قضیه ها و مفاهیم مرتبط با نگاشت های همه ، )ویژگی های نگاشت های همپویسته، ساختا

 . نتایج نگاشت های همپیوسته و گراف نگاشت های همپیوسته( میپردازیم

 نگاشت همپیوست، توابع همپیوسته، گراف های متناهیواژه: دیکل
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 ویژگی نگاشت های همپیوسته

همسایگی بسته   و     تابعی پیوسته باشد. فرض کنید   فضای متریک و     )X,d(فرض کنید  

که در ان    عبارت از      به شعاع     Vشامل 

  

  حد_و مجموعه  نقاط   را به صورت        fتحت  xمجموعه تکراری های  

 تعریف میکنیم.    را     fتحت 

موجود باشد که   گوییم اگر برای fرا نقطه غیر سرگردان   xقطه ن

موجود باشد   تقریبا متناوب است اگر برای    xنقطه    

و مجموعه    f(Ω(را با   fمجموعه نقاط غیر سرگردان   برای هر     که 

 [1]نمایش می دهیم. Ap(f)و مجموعه نقاط تقریبا متناوب را با      R(f)ا با نقاط بازگشتی ر

f  را به طور نقطه وار بازگشتی گوییم اگرR(f)=X به وضوح  )f(Ω    زیر مجموعه بسته ای ازX  را   است.  تابع

 ای موجود باشد که  هم پویسته گوییم اگر برای هر  

 

 :موجود باشد که در شرط ذیل صدق نماید η) :0,همپیوسته است اگر تابع     عدر واق

 

 1گزاره 

 f(Ω=  R(f)(است . به ویژه  X  زیر مجموعه بسته  R(f)یک نگاشت همپیوسته باشد آنگاه   فرض کنید

  d(x,O(f(x),f)) به قسمی موجوند که   و  f(Ω( -  R(f)دراین صورتΩ=  R(f))f(برهان: فرض کنید 

در نظر میگیریم. آنگاه    را برابر با   η)(یک نگاشت همپویسته باشد.   η) :0,فرض کنید   

ایجاب میکند         به قسمی موجودند که   و   

 .  f( Ω=  R(f)(در تناقض است. لذا  )E(که با شرط   

کوچکترین زیر  Vاگر   ناوردا یا مجموعه ناوردا می نامیم هرگاه   _ fرا مجموعه  Vان گاه    فرض کنید  

را مجموعه مینیمال گوییم. توجه داشته باشید که هر نقطه ا مجموعه منیمال  Vگاه باشد آن Xناوردا بسته از _fمجموعه سره 

 یک نقطه بازگشتی است. 

آن گاه   ،   یک نگاشت هم پیوسته باشد و برای فرض کنید   -2گزاره

 مجموعه مینیمال است. 



 فناوری و مهندسی علوم، در پژوهش فصلنامه

 117-107فحات ، ص1401 تابستان، 2، شماره 8دوره 

109 

 

مینیمال باشد. آنگاه  ناورداست. فرض کنید  _fیک مجموعه بسته  برهان: می دانیم 

 :و  فرض کنید   نباشد  عضو    به قسمی موجودند که  

,0(η   .گیرید که به قسمی در نظر ب   یک نگاشت  هم پیوسته باشد()η <d(y,v)   در

 عضو  و همچنین ایجاب میکند   اینصورت برای هر  

 ]2[مینیمال است.   تناقض است. لذا  که نباشد 

 .  ان گاه      توجه داشته باشید که اگر 

 ه بیان اثبات گزاره های حول نگاشت های ایزومتریک و غیر انبساطی می پردازیم.در ادامه ب

غیر انبساطی باشد. ان گاه    فشرده و   R(f)یک نگاشت  همپیوسته باشد. اگر   فرض کنید   _٣گزاره

 یک نگاشت همریختی ایزومتریک است.   

به قسمی موجود باشد که   نگاشتی یک به یک است.)در واقع اگر  fدر این صورت =R(f)Xبرهان: فرض کنید 

)(f(v)=f  به یک مجموعه مینیمال تعلق دارند و همپیوستگی ایجاب میکند نقطه   آنگاه  

یک همریختی است و هر نقطه  fلذا  ر نتیجه یک نقطه بازگشتی است و د برای نگاشت  

 یک نقطه بازگشتی )تقریبا متناوب ( است. تحت  

مجموعه ای فشرده باشد. آن   Xیک نگاشت همپیوسته باشد. اگر  فرض کنید  -4گزاره 

 .  گاه

، . برعکس، به ازای هر  لذا  f(R(f))=R(f) ده استفشر  Xبرهان از ان جایی که

 .   =،   به قسمی موجودند که به ازای هر  X، در   ، نقاط    

است.لذا اعداد صحیح    فشرده   X یک نگاشت همپیوسته باشد.  چون    η) :0,فرض کنید   

 : به قسمی موجودند که به ازای  هر 

 

 .   سپس         2لذا بنا بر گزاره 

 توجه داشته باشید که هر نگاشت پیوسته روی فضای متریک، یک نگاشت پیوسته یکنواخت است.

 سته باشد. آن گاهوپی فشرده و  Xفرض کنید  -۵گزاره 

 همپیوسته است اگر و تنها اگر  همپیوسته باشد.   ،  (به ازای هر 1
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همپیوسته  f، آن گاه  به قسمی موجود باشد که   ناوردا از باشد و  -fیک زیر مجموعه ( اگر2

 همپیوسته باشد.   نها اگر است اگر و ت

 ساختار نگاشت های همپیوسته 

پیوسته یکنواخت  یک نگاشت دو سویی باشد. اگر  دو فضای متریک و   )Y , (و  ) X,d(فرض کنید  

 را همریختی یکنواخت می گوییم.hباشند. آنگاه 

را به طور یکنواخت مزدوج گوئیم   gو  f، نگاشت های پیوسته باشند. در این صورت    فرض کنید

می  gبه fرا مزدوج یکنواخت از h. در این حالت hf=ghبه قسمی موجود باشد که   هرگاه همریختی یکنواخت 

 نامیم. 

)در صورت وجود( یک همریختی یکنواخت است و Yبه  Xر همریختی از فشرده باشد، آنگاه ه (X,d)توجه داشته باشید که اگر 

باشند. اگر نگاشت هماهنی    X دو متر روی  d,هر مزدوج توپولوژیکی از  به یک مزدوج یکنواخت است. فرض کنید 

 معادل می نامیم.را به طور یکنواخت   و dیک همریختی یکنواخت باشد. ان گاه   

 

نگاشت همپیوسته باشد. فرض کنید   یک فضای متریک و  )X,d(فرض کنید  : 1قضیه

R(f)فشرده باشد ان گاه 

یک همریختی ایزومتریک     یک نگاشت غیر انبساطی است و   تحت متر  fنگاشت   (1

 است. 

به قسمی موجود است     ان گاه نگاشت انقباضی  اگر به ازای  هر    (2

 که 

)1(                            

 یک نگاشت غیر انبساطی است. تحت    و 

یک        ,3ارهغیر انبساطی است و همچنین بنا بر گز تحت متر    f( نگاشت 1برهان)

 همریختی ایزومتریک است. 

   و اعداد صحیح      2بنا به گزاره      (با توجه به اینکه برای هر2)

در این  1. با توجه به گزاره       به قسمی موجودند که برای هر  

فشرده است، دنباله  R(f)چون  به قسمی موجود است که     هر   قضیه برای 

به  است. برای راحتی فرض کنید دنباله   دارای زیر دنباله همگرا به نقطه  

v  است. لذا برای هر    همگراست و برای هر ، 
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 که  ایجاب میکند:

 

 

( صدق میکند. برای هر  1در رابطه ) . ان گاه نشان میدهیم که فرض کنید 

 با توجه به اینکه   

 
 

 

( صدق میکند و یکتاست. با 1، در رابطه )پس نگاشت  لذا   

 ادیم که( نشان د1توجه به )

 

 

 هم چنین برای هر   که بنا به یکتایی 

 

 

 .   ، غیر انبساطی است. از طرفی به ازای هرنگاشتی پیوسته و تحت متر لذا 

 نگاشتی انقباضی است.   سپس

 

فشرده و  R(f)یک نگاشت پیوسته باشد. فرض کنید   یک فضای متریک و  )X,d(فرض کنید  :2قضیه 

به  هم پیوسته است اگر و تنها اگر نگاشت انقباضی یکتای fناتهی باشد. آنگاه  به ازای  هر  
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  Xروی  و متر   ،   و به ازای هر   قسمی موجود باشد که  

نیز   نگاشت های غیر انبساطی هستند و  تحت  و   fبه قسمی موجود است که  d که بطور یکنواخت معادل با 

 ایزومتریک است. 

با یک  (X,d)اشت هم پیوسته متعدی از فضای متریک فشرده نشان دادند که هر خودنگ 1996آکین و آسلاندر در ستا 

خودنگاشت ایزومتریک همریختی، مزدوج  یکنواخت است. این شرط برای نگاشت های غیرمتعددی نیز برقرار است. در واقع با 

اگر و  نتیجه زیر حاصل می شود که یک نگاشت روی فضای متریک فشرده همپیوسته است 3و  4و گزاره  1توجه به قضیه 

 [3]تنها اگر با یک همریختی ایزومتریک مزدوج باشد.

 

 حاصلضرب نگاشت های همپیوسته

 مجموعه ای ناتهی باشد. متر  W   Vدو فضای متریک و    )X,d) (Y , (فرض کنید  

 به صورت زیر تعریف میکنیم. روی  

                   

        (2) 

گوییم هرگاه    را همگرای نقطه وار بهgپیوسته باشند نگاشت gدو نگاشت   فرض کنید 

به صورت    hو g. حاصلضرب   برای هر  

 نمایش داده و به صورت زیر تعریف می کنیم.  

)3(                                   

یک  ناوردا باشد آن گاه    تحت  Sباشد. اگر  زیر مجموعه ناتهی از   Sفرض کنید

 است.   زیر سیستم از

فشرده باشد و به R(f)ه باشد. فرض کنید یک نگاشت پیوست یک فضای متریک و )X,d(فرض کنید  -٣قضیه 

و  hهمپیوسته است اگر و تنها اگر همریختی ایزومتریک بازگشتی نقطه وار  f. آنگاه   ازای هر  

واخت با زیر مزدوج یکنfبه قسمی موجود باشند که   به نقطه ثابت   gنگاشت غیر انبساطی همگرای نقطه وار مانند  

 باشد.   سیستم 

 بطور یکنواخت معادل و d( در نظر بگیرید. متر 1را باتوجه به  ) یک نگاشت همپیوسته باشد. و fبرهان: فرض کنید 

،   به ازای هر  یک انقباض باشد. آنگاه  هستند. فرض کنید 

   f  یک همریختی  غیرانبساطی هستند و   تحت   و



 فناوری و مهندسی علوم، در پژوهش فصلنامه

 117-107فحات ، ص1401 تابستان، 2، شماره 8دوره 

113 

 

را  و  dاست. برای راحتی کار میتوان جای  معادل با  -2موجود است که  Xروی   ایزومتریک است. بنابراین متر  

 ر این صورت شرایط زیر رخ میدهد. عوض کرد د

 است، dیک تصویر قائم وابسته به  ه( نگاشت 

 همپیوسته است، -d  ،4با توجه به  fو( نگاشت  

 ، ایزومتریک است.dتحت متر  ز( نگاشت

  و     است و نگاشت های  فرض کنید  یک متر روی 

  و  که  و هر    nتعریف می شود. برای هر عدد صحیح نامنفی 

 نباشد. در ادامه تغیر متغیر زیر را برای راحتی کار در نظر میگیریم. Wعضوی از    

 

. توجه   و   . با توجه به    ان گاه

 یک نگاشت نشاننده ایزومتریک است. لذا بنابه شرایط )ه( و )و( خواهیم داشت.  داشته باشید  

                         (4) 

 

 بنابراین

 

(5) 

 ، و   )1(و بنا به  

)6(                  

اگر و تنها  را به عنوان مبدا در نظر داشته باشید. ان گاه    که برای هر      

( ،  همگرایی 6همپیوسته است و بنا به )_8 , (   با توجه به5( و )4بنا به ) . قرار میدهیم    اگر  

و نگاشت      متر  روی    ست. فرض کنید  ا نقطه وار به  
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را  تعریف میکنیم. فرض کنید         

همریختی ایزومتریک بازگشتی W=R(f)  ،h. بنا به شرط )ز(  که     

 ایجاب میکند.   و     نقطه وار است. تو جه داشته باشید که 

به زیر سیستم      یک مزدوج یکنواخت از    

 است.  

در  را به صورت زیر تعریف میکنیم.      Vروی  متر 

غیر انبساطی است. فرض کنید   به طور یکنواخت  معادل هستند و    این صورت     

به طور یکنواخت مزدوج با      .   انگاه   

 است.   

 نگاشت گراف همپیوسته   

 همپیوسته می شود.    ، شرایطی وجود دارد که نگاشت   Xبرای فضای   

جموعه ناتهی و  میک نگاشت پیوسته یکنواخت است. اگر   متریک  و  یک فضای    )X,d(فرض کنید     : 4قضیه

f_  همپیوسته باشد و زیر مجموعه متناهی   به قسمی موجود باشد که   ناوردایv   و اعداد صحیح مثبت    از

 به قسمی موجودند که      

 

 همپیوسته است.   f آنگاه

 برهان. فرض کنید 

)8(                        f(V) , xV} ,x):{ ,C=min{d(x 

 

 همپیوسته است پیوسته یکنواخت و   fچون   . برای هر   <0Cآنگاه 

 به قسمی موجود است که    

 

 و 

)10(                                
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 و   به قسمی موجود است که     فرض کنید 

)11(                                                             

 به قسمی موجود است که  یوسته یکنواخت هستند پس  پ  از ان جایی که هر 

 

 و هر     به ازای هر 

. به ازای هر    و    جهت راحتی کار   با فرض اینکه برای هر 

 ( 12لذا با توجه به )

 

 13و  10آن گاه بنا به  }  {⊃ حالت اول: اگر 

 

 

،  13و 8و  7و  آن گاه با توجه به    نباشد  زیر مجموعه  }  {حالت دوم : اگر 

 ایجاب می کند:13وجه به با ت   }  {- به قسمی موجود است که نقطه یکتای  

 

 ،  . توجه اشته باشید که برای  برای  

 

، فضای متریک فشرده ای است که دارای تعداد Gدر ادامه نگاشت روی گراف را مورد بررسی قرار میدهیم. گراف متناهی  

دارای تعداد متناهی مولفه های همبند است  G-Vا( است به قسمی که)مجموعه راس ه  Vمتناهی زیر مجموعه ناتهی مانند  

 را نگاشت گراف می نامیم. G( همریخت هستند. خودنگاشت پیوسته از گراف 1و0که با )

بازگشتی نقطه وار است اگر و تنها   fیک نگاشت پیوسته باشد. آنگاه یک گراف همبند و  Gفرض کنید  :۵قضیه 

 ]5[، مزدوج توپولوژیک باشد   با دوران گویا از دایره یکه  fیک دایره و  Gریختی متناوب یاهم f اگر 
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همپیوسته هستند. لذا بنا به قضیه   توجه داشته باشید  که هر همریختی متناوب روی یک فضای فشرده و هر دوران گویا از 

 گاشت بازگشتی نقطه وار از گراف همبند پیوسته است. نتیجه زیر را خواهیم داشت که هر ن 4

 نگاشت پیوسته باشد. انگاه شرایط زیر معادلند:   و   dیک گراف همبند با متر Gفرض کنید   :6قضیه 

 همپیوسته است  fالف( نگاشت 

 ب(

 همپیوسته است به   fج( تحدید نگاشت 

 است.  همریختی متناوب یا مزدوج توپولوژیک با دوران گویا از دایره یکه     به  fاشت  د( تحدید نگ

 است.  رحکم برقرا 4ب( با توجه به گزاره   ←برهان. الف(  

 فشرده و همبند است. نیز  ،   فشرده و همبند است، به ازای هر G الف(: از آن جایی که  ←ج(  

زیر گراف ناتهی و همبند    ,  . با توجه به اینکه   فرض کنید

G    انگاه  فرض کنید        است و .V     مجموعه متناهی است. لذا به ازای  هر

خواهیم داشت،  4. بنابراین به کمک قضیه   به قسمی موجود است که     

 نیز هم پیوسته است.  fهمپیوسته باشد انگاه اگر  

. اگر     زیر گرافی مشابه در قسمت قبل  در این اثبات باشد  که  ج( فرض کنید  ←ب(  

 همپیوسته است.   ر است و  ابازگشتی نقطه و      انگاه     

 کاملا برقرا است.  3د( بنا به قضیه   ب(  

باشد. انگاه هر نگاشت پیوسته بازگشتی  Gیک زیرگراف همبند از  و    dیک گراف همبند با متر Gفرض کنید  -1تبصره 

است،  G  یک انقباض از است. در واقع چون  ابل گسترس به نگاشت همپیوسته    ق  ار نقطه و

است.  نگاشت پیوسته و گسترش از   f، آنگاه   وجود دارد. فرض کنید   انقباضی   تنگاش

  همپیوسته است. fنگاشت   4لذا بنا به قضیه 

را به قسمی یافت که اشتراک هر   یک گراف ناهمبند باشد، انگاه میتوان برای هر نگاشت پیوسته  Gاگر 

 برای گراف های ناهمبند نیز برقرار است. 6ناوردا باشد. لذا قضیه _مجموعه ای     با  Gمولفه همبند  
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